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X-ENS

Planche 1 PLCR
Soit F un ensemble. Soit ¢ : P(E) — P(FE) croissante pour I'inclusion.

1. Montrer que ¢ possede un point fixe.

2. Soient E et F' deux ensembles. Soit f : E — F injective et soit g : F' — FE injective.
En considérant ¢ : P(E) — P(E), A— E\ g(F \ f(A))) montrer qu'il existe une bijection de
E sur F. (Théoréeme de Cantor Bernstein)

Indication 1 On pourra s’intéresser a A ={A C E | p(A) C A}.

Solution 1

1. On s'intéresse a A= {ACE | p(A) C A}. A#Dcar E€ A. Onpose F = [\ A.
AeA
Soit A € A. F C A et donc p(F) C ¢(A) par croissante de ¢. Mais on a aussi p(A) C A puisque

A € A, par transitivité de C, p(F) C A. Comme ceci est vrai pour tout A € A, o(F) C F.
On en déduit que F' € A et donc, toujours par croissance de 'inclusion, ¢(F') € A et donc, par
définition de F', F' C ¢(F). Finalement, F' = ¢(F).

2. On vérifie que 9 est croissante pour 'inclusion. La premiere question donne l'existence d’un
point fixe pour ¥. Notons le A. On définit alors

f+ E - F
f(zx) si zeA

v y avecg(y)=x si xz€FE\A.

On vérifie que f est bien définie (g(F \ f(A)) = E\ A) et que f est une bijection de E sur F.

Planche 2 L

On munit £ = ZN de sa structure de groupe additif : a +b = (a, + by,) si a = (a,) et b = (b,). On
note E* 'ensemble des morphismes de groupes de E dans Z. On note, pour k € N, e;, = (0 n)nen-
Montrer que si un élément f de E* est nul en chaque ey, alors f est nulle.

Indication 2 On pourra considérer des suites du type (p™ay,).

Solution 2

Soit f dans E* tel que pour tout k € N, f(e) = 0.

Soit a = (ay) € E. Soit p € N, p > 2. On définit b = (p"ay,).
Soit N € N. On peut écrire

N N

a= Zakek + Ry et b= Zpkakek + Ry
k=0 k=0

ou Ry = (ry) avec r,, = 0 pour n € [0, N] et r, = a,, pour n > N + 1 et Ry = (7)) avec 7, = 0 pour
n €[0,N] et 7, = p"a, pour n > N + 1. On a alors, puisque f est un morphisme de groupes

N N
fla)=> arf(er) + f(Ry) et f(b) =) p arf(er) + f(Rn)
k=0 k=0
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fla) = f(Rn) et f(b) = f(Rn).

Or, on peut écrire Ry = pVT Ry, avec Ry = () ou 7, = 0 pour n € [0, N] et 7, = p
pour n > N + 1. Mais alors, f étant un morphisme de groupes, f(b) = pV 1 f(Ry). f étant & valeurs
entieres, pV ! divise f(b) et ce, pour tout N € N: f(b) = 0= f(Rn).

anflan

-1

Or, Ry =Ry + (p— )Ry, avec Ry = () ou 7, = 0 pour n € [0, N + 1] et 7, = %an pour
. pr—N-1_1 pr—N-1_1 n—N-—-2 A

n > N + 2. On a bien, pour tout n € N, n > N + 2, TEN,C&IT: ZE—:() e,

Par propriété d’un morphisme de groupes, f(Ry) =0 = f(Ry) + (p — 1)f(Ry) et donc p — 1 divise

f(RN) = f(a). Ceci étant vrai pour tout p € N, p > 2, f(a) =0.

Planche 3 CR
Soit n € N*. Décrire les matrices de M,,(C) qui commutent avec toutes les matrices de permutation

de M,,(C).

Indication 3 Les transpositions engendrent ’ensemble des permutations.

Solution 3

Notons A = (a;,j). Pour tout o € Sy, on note P, = (J; 5(;))-

Soit (k,1) €[ 1, n]]Q, avec k # l. On prend pour o la transposition 7. P,A = AP, donne alors pour
tout pe[l,n],p#ketp#I, aip = akp, apr = ap; et ar; = ap .

En faisant varier k et [, on obtient que tous les les éléments de la diagonale sont égaux et tous ceux
en dehors de la diagonale le sont aussi : il existe (a,b) € C? tel que A = al,, + b(J — I,) avec J la
matrice ne comportant que des 1.

Planche 4 CR
Soit K un corps.

1. Montrer qu’il y a équivalence entre les énoncés :
(i) K est algébriquement clos
(ii) Vn € N*, Vu € L(K™), u admet un vecteur propre.

2. Montrer que deux endomorphismes de C" qui commutent ont un vecteur propre en commun.
Indication 4 Penser aux matrices compagnons.

Solution 4

1. (i) = (ii) On suppose donc K algébriquement clos. Le polynéme caractéristique de u a donc
une racine, i.e. u possede au moins une valeur propre et donc un vecteur propre.

d
(ii) = (i) Soit P un polynéme de degré au moins 1. On le note P = 3 az X*, avec d > 1 et
k=0

d
ag # 0. P ales mémes racines que Q = 5 b X* avec by = 1 et pour k =0---d — 1, by, = Z—’:l.

k=0
On construit alors la matrice

0 —bg

1 —b1

1 —bg1
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On vérifie que le polyndéme caractéristique de M est ). On note alors u ’endomorphisme de
K™ canoniquement associé a M. Son polyndéme caractéristique est (). Comme u possede un
vecteur propre, il possede une valeur propre et donc son polyndéme caractéristique une racine :
P possede une racine.

2. Soient w et v deux endomorphismes de C". C est algébriquement clos : par ce qui précede,
u posseéde un vecteur propre. Notons A la valeur propre associée. Le sous-espace propre de
u associé a A est stable par v. On note ¥ ’endomorphisme induit. Toujours par la question
précédente, v possede un vecteur propre. Notons le e. D’une part, e est un vecteur propre de
v et d’autre part il se trouve dans F(u), donc c’est aussi un vecteur propre de u. On a bien
trouvé un vecteur propre commun a u et v.

Planche 5 P
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soient u et v deux endomorphismes de F qui ont
les mémes sous-espaces stables.

1. Montrer que u et v sont cotrigonalisables.

2. Commutent-ils ?
Indication 5 Pour la deuxieme question : distinguer n = 2 et n > 3.

Solution 5

1. Le corps de base étant C, u est trigonalisable. Soit B = (eq,...,ey,) une base de E dans laquelle
la matrice représentative de u est triangulaire supérieure. Pour i = 1---n, on note
F; = Vect(eq,...,e;). Chaque F; est stable par u et donc stable par v. On en déduit que la
matrice représentative de v dans B est triangulaire supérieure et donc que u et v sont cotrigo-
nalisables.

2. On remarque tout d’abord que si u est diagonalisable, chaque sous-espace propre étant stable
par v, les endomorphismes induits sur chaque sous-espace propre commutent (celui de u est une
homothétie) et donc u et v commutent. De méme si v est diagonalisable.

On suppose donc dorénavant que ni u, ni v ne sont diagonalisables.
Etudions le cas n = 2. On choisit une base de cotrigonalisation. On peut donc représenter u par

A= <)\ i) et v par B = <,u, 5) On calcule alors AB et BA et on remarque qu’elles sont

0
égales.
Pour n = 2, on peut donc dire que u et v commutent toujours des qu’ils ont les mémes sous-
espaces stables.
Soit n € N, n > 3. On pose

01 0 0 0 1 0
0 0o 2
A= 0 et B = 0
1 n—1
0 0 0 0

On note u et v les endomorphismes canoniquement associés & A et B respectivement.
Montrons que u et v ont les mémes sous-espaces stables et que pourtant ils ne commutent pas.
C’est facile de voir qu'’ils ne commutent pas. Si on note (eq,...,ey,) la base canonique de C",
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alors (uow)(e,) = (n — 1)e,—2 tandis que (vou)(e,) = (n — 2)ep_a.
Soit F' un sous-espace stable par u. On note d sa dimension. On suppose que d > 2, sinon, il
est clairement stable par v. L’endomorphisme induit @ est nilpotent de rang d — 1 (car u est

nilpotent de rang n — 1). Soit B = (€1,...,€4) une base de F' qui trigonalise 4. La matrice
représentative de @ dans cette base est triangulaire stricte.
On vérifie alors par récurrence sur i € [ 1,d] que Vect(éy, ..., &) = Vect(ey, ..., €;).

Comme u(€1) = 0 et comme le noyau de u est la droite vectorielle engendrée par ej, on a bien
Vect(é1) = Vect(e1). Supposons vraie I'hypothese au rang ¢ et montrons la au rang ¢ + 1. 1l
suffit de vérifier que e;11 € Vect(eq,...,e;+1). Par 'absurde, en décomposant e;11 dans la base
canonique et en notant k le plus grand indice pour lequel la coordonnée est non nulle. On a donc
k> 1+ 1. Alors u(e;11) aura une composante non nulle sur e;_1, mais ce n’est pas possible car
u(eir1) € Vect(éy,..., &) = Vect(er,...,e;) et k—1> 1.

On en déduit que Vect(éy,...,€q) = Vect(eq,...,eq) et donc que F' = Vect(ey,...,eq). Ainsi F
est bien stable par v.

Par symétrie, les sous-espaces stables par v sont stables par u. On a bien montré que u et v ont
les mémes sous-espaces stables alors qu’ils ne commutent pas.

Planche 6 P

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, u un endomorphisme de F et x1,...,Zp+1
des vecteurs propres de u tels que, pour toute partie I de cardinal n de [1,n + 1], (z;);es soit libre.
Que dire de u ?

Indication 6

Solution 6
Tout d’abord, on remarque que u est diagonalisable.
En effet, B = (z)1<i<n est une famille libre de E qui comporte n vecteurs et E est de dimension finie
n, donc B est une base de F et elle est constituée de vecteurs propres de E.
Pour i = 1---n, on note u(x;) = \jz; avec \; € K.
n

n
Zp41 se décompose dans B : Zp41 = Y Tpi1 Tk On a alors u(xp41) = Y Ty ku(xy) et donc
k=1 k=1

n

>\n+lxn+1 - Z$n+l,k)‘kxk~
k=1
n
Comme \p11Znt1 = D Tnt1kAnt1Tk, par unicité de écriture dans une base, pour tout k € [ 1,n],
k=1
Tyt 1,k Ak = Tnyl kAnt1. Mais aucun des 2,41 ne peut étre nul, sinon, on aurait une sous-famille de
(z;) de cardinal au plus n liée. On a donc, pour tout k € [ 1,n], A\ = Apy1. Finalement, u = A\,411dg,
u est une homothétie.

Planche 7 L
Dans un espace euclidien F, on considére une famille génératrice (x1,...,x,). On note C 'enveloppe
convexe des z;.

1. Montrer l’existence d’un point de C' qui minimise || || sur C.
On suppose, pour tout y de E : (Vi €[ 1,n], (y,x;) >0) = (Yie[1l,n], (y,z;) =0).

2. Montrer que 0 est dans C.
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3. Montrer que (z1,...,2,) est liée par des coefficients positifs.

4. Montrer que (x1,...,2,) est liée par des coefficients strictement positifs.

Indication 7 Projection sur un convexe fermé : faire un dessin.

Solution 7

1.

n

C est un convexe compact, en effet, si ¢ : (A1,..., ) = D> \izi, ¢ est continue et C = ¢(D)
i=1

avec D = {(A1,...,\n) € (Ry)™A +--- 4+ A\, = 1}, D étant bien compact.

La fonction norme est alors continue sur C' compact, donc elle y possede un minimum.

On note ¢ un point qui minimise || || sur C' : ¢ € C. Un tel c existe par la question précédente.
Montrons que ¢ = 0, on aura alors prouvé que 0 € C.

Soit y € C. Soit A €]0,1[ : Ay + (1 — A)c € C puisque C' est convexe. On a donc

Ay + (1 = N)e|| > |||, ou encore ||c + A(y — ¢)||*> > ||c[|*>. On développe et simplifie, il vient

2(cy =)+ Ay —c|?>0
et donc

2(c,y —¢) > =Ally — ¢l”.
On peut alors faire tendre A vers 0 et on obtient

(c,y —c)y > 0.

Finalement, pour tout y € C, (y,c) > ||c?|| > 0, c’est en particulier vrai pour tous les x; et donc,
avec I’hypothese donnée, pour tout i € [ 1,n], (z;,¢) = 0. Mais la famille z; étant génératrice,
on a alors (¢,c) =0, i.e. ¢=0.

. Découle immédiatement de ce qui précede puisque tout élément de C' s’écrit comme une com-

binaison linéaire des x; avec des coeflicients positifs de somme 1, c’est donc en particulier vrai
pour 0.

. Supposons, qu’un des coefficients de la décomposition de la question précédente soit nul. Prenons,

n—1
par exemple, celui d’indice n. On écrit donc 0 = > \;z;, avec les \; strictement positifs (sinon,
i=1
on ne garde que la sous-famille pour lesquels les coefficients sont strictement positifs). On note F'
le sous espace vectoriel engendré par (z;)1<i<n—1. Montrons que x,, € F'. En effet, x,, = y,, + 2p,
avec Yy, € Fet 2, € F-. Pouri =1---n— 1, {z,,2;) = 0> 0 et (2,,,2,) = (2n, 20) > 0. On a
donc (zn, ) = (zn,2n) =0, 1€. 2, =0: x, =y, € F.

n—1 n—1
On décompose alors z, = > a;z; et donc x,, + > (—a;)x; = 0. On en déduit que pour tout
i=1 i=1
tER,
n—1
Ty + Z(—Oxi +tAi)x; = 0.
i=1

Tous les \; étant strictement positifs, on peut choisir ¢ suffisamment grand pour que pour tout
i€[1l,n—1], —a; +t\; > 0. On a alors atteint notre objectif.

Planche 8 P
Soit A € M, (R). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une norme N pour laquelle A est une isométrie,
(ii) pour tout X € R™, I’ensemble {A* X, k € Z} est borné,
(iii) A est diagonalisable sur C avec des valeurs propres de module 1.
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Indication 8 Traduire A non diagonalisable avec son polyndéme minimal.

Solution 8

(i) = (ii) Soit X € R™. On montre par récurrence que pour tout k € N, N(A*X) = N(X).

Soit X € Ker(A). Alors N(AX) =0 et donc N(X)=0: X = 0. Finalement, on a montré que A est
injective. Elle est donc inversible.

Alors N(A71X) = N(AA7'X) = N(X) et par récurrence, pour tout k € Z\ N, N(4*X) = N(X).
Finalement, {N(A*X), k € Z} = {N(X)} et {A*X, k € Z} est bien borné.

(ii) = (iii) Remarquons tout d’abord, que pour tout X € C", {A¥X, k € Z} est borné aussi
(Pensemble des parties réelles et imaginaires est borné).

Soit A une valeur propre complexe de A. Comme A est inversible, A # 0.

Soit X € C™ un vecteur propre associé (X # 0). Alors AX = A\X et A71X = %X . Par récurrence

sur k€ N, AFX = N\ X et A7FX = (%)kX Supposons que A ne soit pas de module 1, par exemple,
|A| > 1, alors (\*)en est une suite non bornée et donc (A* X )y non plus, ce qui contredit la remarque
faite au début. On procéde de méme si [A| < 1 en utilisant (A7%X)en.

Donc toutes les valeurs propres complexes de A sont de module 1.

Supposons que A ne soit pas diagonalisable dans C : son polynéme minimal (dans C[X]) n’est pas
a racines simples (il est bien scindé...). Soit donc A € C*, d € N*, d > 2 et Q € C[X] tels que
4= (X — N)94Q, avec Q(\) # 0.

Posons N = A — \,,. A=\, + N. On choisit Xy € Ker(N%), N¥~1 X # 0. Un tel X, existe, sinon,
N ne serait pas nilpotente d’indice d et le polynome minimal de A diviserait (X — )\)d*IQ.

I ={P e C[X]| P(N)(Xo) =0} est un idéal de C[X], non réduit a {0}. Il possede donc un générateur.
On le note my. Comme X% € I, T, divise X4 et Tx, = XP, avec p € [1,d]. Sip < d, on aurait
Ne1Xy = 0, ce qui n’est pas. Donc p = d. (X9, NXo,..., N1 X)) est une famille libre (sinon, il y
aurait dans I un polynéme non nul de degré plus petit que le polynéme minimal). Or, pour k € N,

k>d,
d—1

k
Ak X = MIN X
o= () )t
1=0
et comme (AFXg)ren est bornée, chaque suite des composantes dans (Xo, NXop,..., N¥1Xq) est

bornée. En particulier (I = 1, possible, car d — 1 > 1, puisque d > 2) (kA* 1N X()ren+ est bornée. Ce
qui est clairement faux. Donc A est diagonalisable.

(iii) = (i) Soit P € GL,(C) tel que D = P71 AP = diag(\1, ..., \y). On définit sur C*, N’ par : pour
tout Y € C*, N'(Y) = ||P7'Y||oo. C’est bien une norme. On note N la restriction de cette norme & R™.
C’est toujours une norme. Pour X € R?, N(AX) = N'(AX) = |P7'PDP7'X| s = [|[DP7' X || 0.
Notons, Y = P7'X = (y1,...,ys). On a alors N(AX) = 1121?<>%\)\1y1| Comme toutes les valeurs

propres de A sont de module 1, N(AX) = [|Y]|oc = N(X). A est bien une isométrie pour cette norme
N.

Planche 9 CR
Soient n € N, n > 2 et f une application continue de R™ dans R.

1. On suppose f surjective. Montrer que ’ensemble des zéros de f n’est pas un compact.

2. On suppose que f est convexe et que I’ensemble des zéros de f est un compact non vide. Montrer
que f(x) —

|l —+o00

Indication 9 Pour la deuxiéme question, f peut-elle ne prendre que des valeurs strictement négatives
autour d’un de ses zéros 7
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Solution 9

1. Notons Z; I’ensemble des zéros de f. Z; est fermé en tant qu’image réciproque d'un fermé par
une application continue. Comme R" est de dimension finie, Z; est compact si et seulement si
Z; est borné. Par 'absurde, supposons Z; borné. Il existe R € R’ tel que pour tout z € R",
|z]]| > R = f(x) # 0. Or R™\ B(0, R) est connexe par arcs (n > 2) et f(R™\ B(0, R)) C R*.
[ étant continue, f(R™\ B(0,R) C R ou f(R™\ B(0,R)) C R*. Supposons par exemple que
F(R™\ B(0,R)) C R%. f étant continue elle est bornée sur B’(0, R). Il existe donc un segment
[a,b] de R tel que f(B’(0,R)) C [a,b] et en notant v = min(a,0), on a f(R"™) C [a, +00], ce qui
contredit la surjectivité de f.

2. Soit xg € Zf. Z est compact donc borné. Ainsi, il existe R € R tel que Zy C B(xo, R).
f ne s’annule pas sur R" \ B(zg, R) connexe par arcs donc f(R"\ B(0, R)) C R% ou
f(R™\ B(0,R)) C R*. Supposons que f(R™\ B(0,R)) C R*. On choisit v € R", ||v|| = R.
Alors zp + v et kg — v sont dans R™ \ B(zg, R) et donc f(xg+v) < 0 et f(xg—v) < 0. Mais
par convexité de f, puisque zg = 3(zo + v + 20 — v), f(z0) < 3f(zo+v) + 3f(z0 —v) <O :
contradiction. On en déduit que f(R™\ B(0,R)) C R%.
S(zg, R) est compact et f y prend des valeurs strictement positives. f étant continue, elle y
possede un minimum m > 0.
Soit x € R™ tel que ||z|| > ||zol| + R. Alors, ||z — z¢]| > R. On peut écrire, x = z¢ + tu,

avec t = w et u = m(x — xp). On a ainsi, u = %:): + (1 — %) zo — 9. Omn note
v =1+ 1=z |v—a0| = |lul| = R, ainsi v € S(zo, R), donc f(v) > m. Mais par
convexité de f, puisque } € [0, 1],
1 1
F@) < 1r@) + (1-1) flao)

ce qui se réécrit

f@ ztm ou f@) = Flle - ol = % (el — laol)-

On en déduit que f(x)

llz]|—=+o0

Planche 10 PLCR

Si E est un espace vectoriel réel, C' une partie convexe de E et z un point de C, on dit que z est un
point extrémal de C' lorsque C'\ {x} est convexe.

On considere ici l'espace E des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles. Déterminer les points
extrémaux de la boule unité fermée de E pour la norme de la convergence en moyenne quadratique et
pour la norme de la convergence uniforme.

Indication 10 On pourra faire un dessin dans £ = R? des boules unités fermées pour ||.||2 et |||,
trouver le résultat dans ces cas la puis s’en inspirer.

Solution 10

Dans le cas de R?, pour ||.||2, les points extrémaux sont la sphére unité et pour ||.||s les points
extrémaux sont les quatre ”coins” de la sphere, ceux pour lesquels les deux coordonnées valent 1 en
valeur absolue.

On va montrer, dans le cas demandé, que d’une part, pour la norme de la convergence quadratique,
les points extrémaux sont les points de la sphere et que, d’autre part, dans le cas de la norme de la
convergence uniforme, les points extrémaux sont les fonctions constantes en 1 ou en —1.

Dans un premier temps, on remarque que les points extrémaux ne peuvent se trouver que sur la



MPI - 2023-2024 8

sphere. En effet, si z est dans la boule unité ouverte, il existe r > 0 tel que B(x,r) C B(0,1).
Pour v un vecteur unitaire, x 4+ §v et x — Sv sont dans la boule unité (ouverte, donc fermée) et
T = % (ac + %v) + % (x — %v) La boule unité fermé privée de x n’est alors pas convexe.
Pour la norme de la convergence en moyenne quadratique.

1

Soit f telle que / f% = 1. Montrons que B'(0,1) \ {f} est convexe.

0
Soient g et h dans B’(0,1) \ {f}, g # h. Soit A €]0,1[. Montrons que Ag + (1 — A\)h € B’(0,1) \ {f}.
Si|lg]l2 < 1 ou ||h|l2 < 1, alors par inégalité triangulaire et homogénéité de la norme,

[Ag + (1 = Ahlls <1

et donc Ag+ (1 — \)h € B'(0,1)\ {f}.

On suppose donc ||g|l2 =1 et ||h||2 = 1. On va montrer de méme que ||[Ag + (1 — A)h|j2 < 1.

Par l’absurde, supposons que |[Ag+ (1 —A)h||2 = 1. (par inégalité triangulaire et homogénéité, on sait
que [[Ag+ (1 = M)hl|j2 < 1.)

On a alors, en élevant cette égalité au carré et en revenant au produit scalaire,

1= N|gll3 +2X(1 = A)(glh) + (1 = M)?[1Al3

et donc 1 = (g|h). On est alors dans le cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et donc il
existe & € R tel que h = ag. En injectant dans 1 = (g|h), on en déduit que o = 1, donc g = h :
contradiction.

Pour la norme de la convergence uniforme.

Soit f un point extrémal. ||f|lcc = 1. Supposons qu'il existe x¢ €]0, 1] tel que |f(xo)| < 1. On pose f4
et f_ les parties positives et négatives de f. Ona f = fi —f_et |f| = f++ f—. Posons g =1—2f_ et
h =2f;—1. On a bien g et h continues sur [0, 1], g et h sont dans la boule unité fermée. f = %(g—k h),
or g # f et h# f,sinon, |f| = 1, ce qui contredit f point extrémal de la boule unité fermée. Donc
|fl = 1. f ne s’annule donc pas. Comme f est continue, f est de signe constant et finalement, f =1
ou f = —1. Les deux fonctions constantes en 1 ou —1 sont donc les seuls points extrémaux possibles.
On vérifie facilement que ces deux fonctions sont des points extrémaux.

Planche 11 L

1
r+t)— f(z
Déterminer toutes les fonctions continues f de R dans R telles que, pour tout x € R, / fa+t) = f()

O > dt

converge.

Indication 11 Que se passe-t-il si on suppose de plus f dérivable ?

Solution 11
Supposons f dérivable sur R. Soit x € R. Supposons f’(z) # 0. Alors au voisinage de 0
fl@+1) — f(z) f'(z)

~

12 t—0t 1

et Uintégrale diverge : contradiction. Donc f/(z) = 0. Comme c’est valable pour tout x € R, f est
constante.

Les fonctions constantes sont clairement des solutions du probleme. Montrons que ce sont les seules.
Soit f continue (on ne la suppose plus dérivable) solution du probleéme, non constante. On choisit
(a,b) € R? avec a < b et f(a) < f(b) par exemple. On va chercher un point ¢ de [a,b] au voisinage
duquel le graphe de la fonction f est au dessus de la droite passant en (c, f(c)) et de pente f(bl)):(];(a)'

(On s’inspire de la démonstration du théoréme des accroissements finis.)
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On pose donc g : t +— f(t) — f(a) — (t — a)f(bl))_f(a)'
—a
Supposons g = 0, alors pour ¢ €]0,b—a], flat tt)2_ U - f(bl)) — % et donc I'intégrale du début
—a

n’est pas définie en a ce qui est absurde. g est donc non nulle.

Quitte & changer f en —f (qui est aussi solution non constante du probleéme) on peut supposer que
g prend une valeur strictement négative. On a, par ailleurs, g(a) = g(b) = 0. Donc le minimum de
g sur [a,b], qui existe bien puisque g est continue sur le segment [a,b], est atteint en ¢ €]a,b[. Pour
t > 0 proche de 0, on a g(c+t) — g(c) > 0 et donc

)= @)

fle+t) = () —tHe =10 >

On obtient alors, pour ¢ dans un voisinage a droite de 0,

flett) = fle) o f(b) = fla) 1
= t

12 b—a

et 'intégrale du début n’est pas définie en ¢ : contradiction. f est donc contante.

Planche 12 P

1. Déterminer les fonctions de R dans R qui sont limites uniformes sur R d’une suite de polynémes
réels.

2. Trouver toutes les fonctions de R dans R pour lesquelles il existe une suite de polynémes (P,)
qui converge uniformément vers f sur tout segment de R.

Indication 12 Pour 2 : penser au théoreme de Weierstrass.

Solution 12

1. Soit f fonction de R dans R limite uniforme d’une suite de polynémes réels (P,) sur R.
Il existe ng € N tel que pour tout n € N,

n>ny = ||f—Pullec <1

Soit n € N, n > ng, || Py, — Poylloc < 2. P, — Py, est donc une fonction polynomiale bornée : elle
est constante. Ainsi, pour tout n € N, n > ny, il existe ¢, € R tel que P, = P, + ¢y,

Pour n € N, n > ng, ¢, = P,(0) — P,,(0) et comme (P, (0)) converge vers f(0) (la convergence
uniforme implique la convergence simple), (¢, ) converge. On note ¢ sa limite.

Soit x € R : (P,(x)) converge vers f(x), or, pour n > ng, P,(x) = Py, (x) + ¢, et donc (Py(z))
converge vers P, (z) + c¢. Par unicité de la limite,

f(x) = Py(2) + ¢

f est une fonction polynomiale.
Réciproquement, les fonctions polynomiales sont bien limites uniformes sur R de suites de fonc-
tions polynomiales.

2. Soit f une fonction de R dans R telle qu’il existe une suite de polynémes (P,) qui converge
uniformément vers f sur tout segment de R. Alors par le théoreme de continuité de la limite
d’une suite de fonctions, f est continue sur R.
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Réciproquement, soit f une fonction continue sur R. Soit n € N, il existe P, polyndéme a
coefficients réels tels que

Hf - PnHoo,[—n,n] <27
Soit [a,b] C R. 1l existe ng € N tel que [a, b] C [—ng,no]. Soit n € N, n > ng. Alors

Hf - Pn”oo,[a,b] < Hf - Pn”oo,[fn,n] < 27"

puisque [a, b] C [-ng,no] C [—n,n].
On en déduit que la suite (|[f — Pnlloc,a,) converge vers 0 et donc que (F,) converge uni-
formément vers f sur [a,b].

Planche 13 PLCR

On admet le théoreme suivant : si une série entiére a un rayon de convergence infini et si sa somme
est bornée sur C, alors cette somme est constante.

On note G I'ensemble des f : R — C, continues telles que pour tout o > 0, ¢ +— et f (t) est intégrable
sur R. Pour f € G et x réel, on pose f(z) = [, f(t)e™ dt.

1.
2.

5.

Montrer que G ne contient pas que la fonction nulle.

Soit f € G. Montrer que f est de classe C*.

+oo |
. Soient f € G, a € Ret z € C. On pose p,(z) = =) f(#)dt. Montrer que @, est

a
développable en série entiere sur C et est bornée sur le demi-plan Im(z) > 0.

+oo

. Soit f € G telle que f = 0. Montrer que / eiz(t_a)f(t)dt est nul pour tous a, z. En déduire

—0o0
que @, est, pour tout a € R, bornée sur C.

Montrer que f — f est injective.

Indication 13 Pour 3, on pourra passer par le théoreme de convergence dominée pour intervertir
somme et intégrale.

Solution 13

1.

2.

t et e q.

Soit k € N*.

e Soit t € R, z — f(t)e™ est de classe C¥ sur R et pour [ € [ 1,k], sa dérivée [-ieme est
x> (it) f(t)ert,

e Soit # € R. Soit [ €[ 0,k — 1], t + (it)! f(t)e*** est continue sur R et pour ¢ € R,

@) F()e | < ()] < [¢]e T f(E)]el.

Par croissances comparées, |t!|e 1l tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo ou —oo, et t — f(t)el!l est
intégrable sur R. Par comparaison, ¢ — (it)! f(t)e™* est intégrable sur R.
e Soit x € R, t — (it)* f(t)e®" est continue sur R.
e Soit (z,t) € R?,
|(@)* F(B)e’™] < (1)
avec ¢ : t— [t/Fe= I | f(t)|e. On montre comme précédemment que ¢ est intégrable sur R.

On peut donc appliquer le théoreme de dérivation d’une intégrale a parametre : f est de classe
CF sur R. Comme c’est vrai pour tout k € N*, f est de classe C*® sur R.
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3. Soit (a,z) € R x C. Soit n € N. On pose g, : Z

e Chaque g, est continue sur [a, 4+00].
e (g,) converge simplement vers t — e**(!=%) f(¢), continue sur R.
e Pour n € N, pour t € R

n —a k 2 k
jgu(] < 3 20D, 0y < el )
k=0 ’

Or t — el*llt=al| f(#)| est intégrable. On peut appliquer le théoréme de convergence dominée.
On en déduit, puisque pour tout n € N,

/+oo n t —a)k Z/:oo ik (t — a)k f(t)dt _ zn: </a+oo Z-k(tk_!CL)kf(t)dt) n

k=0

que chacun des membres possede une limite lorsque n tend vers +o0o et qu’a la limite on obtient

k=0
g est donc bien développable en série entiere sur C.
Par ailleurs, si on suppose que Im(z) > 0, en écrivant z = = + iy, on a

+oo
Soa(z) _ / ezx(t—a)e—y(t—a)f(t)dt

f étant intégrable sur R et donc sur [a, +oo[, on a

+o00
lpa(2)] S/ | F(t)]dt.

¢, est bien bornée sur le demi-plan Im(z) > 0.

4. f étant nulle, toutes ses dérivées sont aussi nulles. Avec 2, on peut écrire que toutes les dérivées
en 0 sont nulles et donc que pour tout n € N,

/:O " F(t)dt =

Or, on peut adapter le raisonnement de 3. pour écrire pour (a,z) € R x C

+00 .

[ et ma=3

n=0

Z?’L

+oo
/ (t — a)" f(t)dt.

n!

En développant chaque intégrale par linéarité et a I’aide du bindme de Newton, le résultat qui
précede donne que toutes ces intégrales sont nulles et donc que

+oo
/ =) £()dt = 0.

—0Q0

On écrit z = x + iy avec y < 0. On a alors
QDQ(Z) _ _ / ei(z+iy)(t—a)f(t)dt — _ / eix(t—a)e—y(t—a)f(t)dt

Or, pour tout t €] — 00, a], —y(t —a) < 0 ainsi, f étant intégrable sur R et donc sur | — 0o, a,

0a(2)] < / SRl

—0o0

Ainsi, avec 3, ¢, est bien bornée sur C.
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5. Soit a € R. ¢, est développable en série entiere sur C et est bornée sur C, avec le théoreme
admis, ¢, est constante. En particulier, pour x € R, ¢, (z) = ¢4(0) et donc

/a = e f(t)dt = e /a o f(t)dt.

A x fixé, on peut dériver cette expression selon « :

. . +OO .
—ef(a) = ixema/ ft)dt — e f(a)

+00
et finalement, f(t)dt = 0. Ceci étant vrai pour tout a € R, en dérivant & nouveau suivant

a
a, on obtient pour tout a € R, —f(a) = 0.
f — f est linéaire, on vient de montrer que son noyau est réduit au singleton 0, donc cette
application est injective.

Planche 14 CR

t
Pour z € R, soit f(z) = / Cfif txz) dt.

—+00

1. Montrer que f est de classe C? sur R* et que, pour tout = € R*, f”(x) = f(z).

2. La fonction f est-elle de classe C! sur R ?

Indication 14 Réécrire f avant d’appliquer le théoreme de dérivation d’une intégrale a parameétre,
avec une intégration par parties.

Solution 14

Tout d’abord on peut affirmer que f est bien définie sur R, car ¢t — C‘;ﬁi) est continue sur R et
majorée en valeur absolue par ¢ — H% intégrable sur R. On remarque ensuite que f est une fonction

cos(tx)
14+¢2

paire. Elle vaut 7 en 0 et pour tout = € R, |f(z)| < 7. Enfin, pour tout x € R, ¢ — est paire,
cos(tz)

14 ¢2 dt.

+oo
on peut donc rééerire f(z) = 2 /
0

1. Par parité, il suffit de montrer le résultat sur R .

Avant d’appliquer le théoréme de dérivation d’une intégrale a parametre, on réécrit f.

Pour z € R, on effectue une intégration par parties avec t — w et t > g itz de classe C! sur
R4, de sorte & augmenter les puissances de ¢ au dénominateur. Le produit de ces deux fonctions

possede des limites nulles en 0 et en +00. La premiere intégrale étant convergente, les deux le

sont et on obtient Too (tz)
4 sin(tx)t
e 7dt~
f) =7 /0 (1+12)2

+oo

tx)t
On définit g : = — / sin(t)t 3;)2

0 (1+1¢2)

alors également, par produit.
ePourte Ry, z— a‘ﬁ;”));
2
e Pour x € RY , t t(fijgt)ﬁ)

e Pour z € R% | pour t € R,

dt. On va montrer que g est de classe C!' sur R%. f le sera

12 cos(tx)
(14+¢2)2 *

est de classe C! sur R?% et sa dérivée premiere est z

est continue sur R, .

1
14t

t2 cos(tx)
(14 12)2




MPI - 2023-2024 13

Ort— HLt? est intégrable sur R..
On peut donc appliquer le théoreme de dérivation d’une intégrale & parametre : g est de classe
C! sur R% et pour x € RY,

oo [Tt cos(tx) 1 T cos(tx)
g (x) = /0 mdt = if(x) —/0 mdt.

f est donc aussi de classe C! sur R% . On applique a nouveau le théoréme de dérivation a la
derniere intégrale : g est de classe C? sur R% et pour x € RY,

T ¢sin(ta x
9@ = 5@+ [ R = @+ ale) = 5 )+ (@)

On obtient donc que f est de classe C? sur R% et que pour z € RY,

Fa) =~ gola) + Tg'() puis (@) = o(a) ~ po' () + 29" (a).

I1 vient alors

@) = S0lo) - 59+ (376 + §1@) = 10
2. On sait alors qu'’il existe (a,b, c,d) € R* tel que
e pour tout z € R% | f(x) = ae® 4+ be™*
e pour tout z € R* | f(x) = ce® + de™™.
On sait par ailleurs, que f(0) = 7. Enfin, f est continue sur R (le théoreme de continuité d’une
intégrale a parametre s’applique aisément, avec t — ﬁ comme fonction de domination).
On traduit la continuité a droite et a gaucheen 0 : b=m—aetd=7m —c.
La parité de f donne ¢ =7 — a.
On écrit la dérivée premiere sur R% . Il vient, pour z > 0, f'(z) = ae® — (7 — a)e™™. Cette
quantité possede une limite en 0% et f/(x) _6+ 2a — 7. Si f est de classe C!, par parité, cette
T—

limite doit étre nulle. On a donc a = 7 et finalement, pour tout = € R, f(x) = mch(z).
Il vient alors, d’'une part,
fl@)

A )

T T z—0t

Ce qui est bien cohérent avec une dérivée nulle en 0.
Mais en revenant a la définition de f et avec le changement de variable u = tx, pour = > 0, on
a d’autre part

du.

fx) _77_2/+°° cos(u) — 1
x r  Jo 22 + u?

On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée a cette derniere intégrale pour

T cos(u) — 1
prouver qu’elle converge vers ——5——du lorsque z tend vers 0. On peut prendre comme
0

u
fonction de domination u +— u% siu>1etur— % siu < 1.
Par unicité de la limite, on trouve

u2

/"'Oo cos(u) — 1du _0
0

Or il s’agit d’'une intégrale d’une fonction continue, de signe constant, non nulle : on a une
contradiction. f n’est pas de classe C' sur R.
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Planche 15 CR
On note E I'ensemble des fonctions f : [1,4o00[— R continiment dérivables et bornées. Soit a un réel
strictement positif. Si f € E, on considere (£5) I'équation différentielle y' — ay + f = 0.

1.

Exprimer les solutions de (£¢). Montrer qu'une et une seule de ces solutions est dans E. On la
note ®(f).

. Montrer que ® est un endomorphisme injectif de E. Déterminer les valeurs propres de ®.

. Soit f dans E, positive et intégrable sur [1,+oo[. Montrer que ®(f) est positive et intégrable

sur [1, 4+o0].

Indication 15 Pour la troisieme question, il suffit de montrer que les intégrales partielles sont bornées.

Solution 15

1.

Les solutions de I’équation homogene associée sont de la forme x +— Ae®®. On utilise alors la
méthode de variation de la constante pour trouver que les solutions de () s’écrivent

x e <>\ - / e_“tf(t)dt)
1
avec A € R.

On cherche, parmi ces solutions, lesquelles sont bornées. Si une telle fonction est bornée, alors
multipliée par x — e~ %" elle converge vers 0 en +oo. On a donc A\ — flx e~ f(t)dt qui converge
vers 0 en +o0o. Or, f étant bornée, t — e~ f(t) est intégrable sur [1, +oo| et la limite précédente
donne A = f1+oo e~ f(t)dt. Si une solution est bornée, elle est unique.

Réciproquement, posons A = f +0 gat f(t)dt. Alors la solution y correspondante s’écrit
+o0o
x eax/ e Y f(t)dt.
x
On note M un majorant de |f|. On a, pour x € [1, +o0],
+00
ly(z)| < ea‘r/ e Mdt <
X

y est bien bornée.
Finalement, on a, pour x € [1, 400/,

. ® est linéaire par linéarité de I'intégrale. Pour f € E, ®(f) est de classe C! sur [1, +oo[ et est

bornée par construction. ®(f) € E. On a bien montré que ® est un endomorphisme de E.
+oo
Soit f € Ker(®). On a alors, pour tout = € [1,+o0], / e ™ f(t)dt = 0. En dérivant, on

xr
obtient, pour tout = € [1,+oo[, —e % f(z) = 0 et donc on a bien f =0 : ¢ est injectif.
Soit A une valeur propre de ®. Par ce qui précéde, A £ 0. Soit f un vecteur propre associé. On
a, pour tout x € [1,400] :

+oo
/ e £(#)dt = e~ f(z).
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On dérive, on a alors pour tout = € [1, +00[

On en déduit qu’il existe a € R* tel que pour tout x € [1,+oo] f(z) = ae(379)7 Mais f est
bornée, on a doit donc avoir (% - a) >0,ie. 0< AL é

Réciproquement, si on choisit A € |0, % |, et si on pose f: x> e—(3-a)e, f est bien dans FE et
®(f) = Af et donc \ est bien valeur propre.

Finalement, les valeurs propres de ® sont tous les réels de |0, é .

3. Soit f € E, positive et intégrable sur [1,+oo[. ®(f) est bien continue et positive sur [1,+oo[. 1l
reste & montrer qu’elle est intégrable sur [1, +oo[. Pour cela, il suffit de montrer que les intégrales
partielles sont bornées.

Soit x € [1, +o0].

| etnwa =1 [Caywi [ ra = @@ -+ [ e

a

Or ®(f) est bornée, ainsi que x +— flm f(t)dt, puisque f est intégrable sur [1, +00[. Par combinai-
son linéaire de fonctions bornées, x — [;" ®(f)(t)dt est bien bornée et ®(f) est bien intégrable
sur [1, +o0.

Planche 16 CR
Soient n € N* et A dans M,,(R). On considére ’équation différentielle : (£) X' = AX.

1. Montrer que toute solution de (&) est a valeurs dans un sous-espace affine de direction Im(A).

2. On suppose A antisymétrique. Montrer que toute solution de (£) est de norme constante.
Dans le cas ou n = 3, que dire de la trajectoire d’une solution ?

3. On suppose que toute solution de (€) est de norme constante. Montrer que A est antisymétrique.
Indication 16

Solution 16

1. Soit X une solution de (£). On sait alors que pour tout t € R, X (t) = ¢4 X(0). Or,

e =1, + lim Z —AF,

n
On pose, pour n € N* B, (t) = > %Ak. On a alors, pour tout n € N*, B, (t)X(0) € Im(A),
k=1

puisque la somme commence & k = 1. Im(A) est un sous-espace vectoriel de dimension finie,
donc c’est un fermé. On en déduit, en passant a la limite lorsque n tend vers +oo (M — M X (0)
étant continue, car linéaire en dimension finie) que X (¢) — X (0) € Im(A). X est bien & valeurs
dans le sous-espace affine X (0)+ Im(A).

2. Soit X une solution. Soit t € R. X ()T = X(0)Te!t” = X(0)Te 4 puisque A est an-
tisymétrique. On a alors || X (¢)]|> = X(0)Te !4 X(0). Mais A et —A commutent, donc
X (@))% = X(0)Te t44X(0) et finalement, || X (¢)]|> = [|X(0)||> : toute solution est de norme
constante.
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Supposons que n = 3. det(A4) = det(A”) = det(—A) = — det(A). Finalement, det(A) = 0. Le
rang de A est donc 0, 1 ou 2.
Sirg(A) =0, alors A =0 et X est constant.

0 —a —p
Si rg(A) = 1 les trois colonnes de A sont liées. Or A = |a 0 —v |. Chaque paire de
Bov 0

colonnes est liée. En écrivant que leur produit vectoriel est nul, on trouve a = g = v = 0.
Finalement, A = 0 : contradiction. Donc, le rang de A ne peut pas étre 1.

Sirg(A) = 2, alors I'image de A est un plan. Chaque solution est & valeurs dans un plan affine
et est de norme constante. Chaque solution est a valeurs dans un cercle.

3. Supposons que chaque solution soit de norme constante. Soit Xy € M, 1(R). On note X
la solution (£) de condition initiale Xo. La dérivée de t ~ || X (¢)||* est nulle. On obtient
2(AX(t)|X(t)) = 0. En particulier, (AXy|Xo) = 0. Ceci étant vrai pour tout Xo € M, 1(R), on
a aussi, pour tout (X,Y) € M, 1(R)?, (AX|Y) = —(X|AX) (Xo = X +Y). On a bien que A est
antisymétrique (on peut passer par exemple par les vecteurs de la base canonique de M, 1(R),
qui est aussi une base orthonormée pour le produit scalaire canonique).

Planche 17 P
On considere des variables aléatoires réelles X,Y et Z, discrétes. On suppose que X + Y suit la méme
loi que X + Z.

1. Peut-on affirmer que Y et Z suivent la méme loi ?
2. Et si X, Y et Z sont indépendantes et & valeurs dans N 7

3. Et si X, Y et Z sont indépendantes et bornées 7

Indication 17 1. Trouver un contre-exemple simple. 2. Penser aux fonctions génératrices. 3.
Prouver que Y et Z ont les mémes moments, puis passer a ’espérance d’une fonction de Y ou Z, avec
f continue par le théoreme de Weierstrass.

Solution 17

1. On prend € = {a, b}, la tribu P(Q2) et on prend la probabilité uniforme : P({a}) = P({b}) = 3.
On définit X par : X(a) =0, X(b) =1,Y par: Y(a) =0, Y(b) =0, et Z par Z(a) =1, Z(b) =
—1. Onaalors (X +Y)(a) =0et (X +Y)(b) =1 ainsi que (X + Z)(a) =1et (X + Z)(b) =0.
OnadoncP(X+Y =0)=P(X+Y =1)=3etP(X+Z=0=PX+Z=1)=35 X+Y
et X + Z ont méme loi. Alors que Y et Z n’ont pas la méme loi (elles ne prennent déja pas les

mémes valeurs).

2. On utilise les fonctions génératrices de X, Y et Z. Soit t € [-1,1], Gxyv(t) = Gx1z(1),
puisque X +Y et X 4+ Z ont méme loi. Mais comme les variables aléatoires sont indépendantes,
Gx(t)Gy(t) = Gx(t)Gz(t). Pour t €]0,1], Gx(t) > 0, donc Gy(t) = Gz(t). L’unicité du
développement en série entiere, donne 1’égalité des coefficients de Gx et de Gz, i.e. Y et Z ont
méme loi.

3. X, Y et Z étant bornées, elles ont des moments de tout ordre. On montre alors par récurrence
sur n € N que E(Y") = E(Z"™). Par linéarité, on montre ensuite que pour tout polynéome
P eRIX], E(P(Y)) =E(P(2)).

On note [a,b] un segment de R, qui contient Y (Q) et Z(€2). Soit f une fonction continue sur
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[a,b]. 1l existe une suite de polynomes (P,) qui converge uniformément vers f sur [a,b] par le
théoreme de Weierstrass. Pour n € N,

[E(f(Y)) —E(P.(Y)] < [E(f(Y) = Pu(Y)| SE([f(Y) = Pu(Y)]) S E(lf = Palloc) < [If = Palloo-

On en déduit donc que (E(P,(Y))) converge vers E(f(Y)). Avec ce qui précede et par unicité
de la limite, E(f(Y)) = E(f(2)).

Soit y une valeur atteinte par Y. y € [a,b]. On définit, pour n € N*, f,, la fonction affine par
morceaux, qui vaut 1 en y, 0 avant y — % et apres y + % Le résultat précédent montre que
E(fn(Y)) = E(fn(Z)). Montrons que (E(f,(Y))) converge vers P(Y = y). On pourra alors en
déduire que Y et Z ont méme loi.

Notons Y (2) = {y; | { € N}. On note k € N tel que y = yi. On a, par le théoreme de transfert,

E(fn(Y)) =P =y)+ > f)PY = ).
I£k

Donc

0<E(fu(V) =PV =¢) <Y fy)P(Y =y) <P (Y € [y - %,y+ H \{y}> :
Ik

Or ([y — L,y + 1]\ {y}) est une suite décroissante d’événements, d’intersection vide. Par con-
tinuité décroissante, (IP’ (Y € [y — %, y+ %] \ {y})) converge vers (. Par encadrement, on peut
conclure.

Planche 18 P
Soit n € N*. On définit la matrice aléatoire M,, = (Xj;)1<ij<n, OU les X;; sont des variables de
Rademacher indépendantes, P(X;; = 1) = P(X;; = —1) = 3.

1. Calculer E(det(M,,)) et V(det(M,)).

2. Soit A € M, (R). On pose B = YAA. Montrer : det(B) < [] bi.
i=1

3. Montrer qu’il existe a €]0, 1] tel que, quand n — 400, P(|det(M,)| = n™?) = O(a™).

4. Soit £ > 0. Que dire de P(|det(M,)| > n"/?>~¢) ?
Indication 18 Pour 2., penser & Gram-Schmidt.

Solution 18

1. On remarque tout d’abord, que pour tout (i,j) dans [ 1,n], E(X;;) =0 et V(X; ;) = 1.

On sait que
n

det(My) = > e(0) [ [ Xiwti-

oESH i=1

Par linéarité de ’espérance, puis indépendance des X ;

E(det(M,)) = Y _ e(o)E (H Xz-,a(i)) =Y @) ]]E (Xiow) =0
=1

gES) oESy i=1
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Développons le déterminant suivant la derniere ligne :

det (M, Z Xk (—1)" Rdet(MF)

ot M2" est la matrice M, a laquelle on a oté la derniere ligne et la colonne k.
La formule de Huyghens donne

V(det(M,,)) = E(det (M, Z pdet(MIF)? 12 >~ X, 1 Xy (—1) P det (MF)det (M)

1<k<i<n
Par linéarité de I’espérance,

V(det(M, ZE( 2, det M"k))+2 S (CDME(X, X pdet(MEF)det (M),
1<k<i<n

D’une part, XrQL,k est indépendante de det(M,, ’k)2 par le lemme des coalitions.

D’autre part, X, xXp, et det(M;"")det(M,;"") sont aussi indépendantes par le lemme des coali-
tions. On a donc

V(det(M. ZE o B (det(M0)2) 42 S (<) FHE(X, 1 X0 E(det(M; ) det (M),
1<k<i<n

Pour la derniére somme, par indépendance, E(X,, 1 X, ;) = E(X,, 1)E(X,;) = 0. Il reste
V(det (M, ZE <det(M" ky2 )

Or ]:E(X’I%Jc) =letE <det(Mg’k)2) = V(det(Mp—1)). On obtient donc la formule de récurrence
V(det(M,,)) = nV(det(M,—_1)).

On montre alors par récurrence sur n € N*, que V(det(M,)) = nl.

2. On remarque tout d’abord que B € S,/ (R). Le déterminant de B est donc positif.
Si ce déterminant est nul, comme pour tout i € [1,n], b;; = 'E;BE; = 'E; 'AAE; = || AE;|?,
on a bien b; ; > 0 et donc la formule voulue est vraie.
Sinon, le déterminant de B est strictement positif, et donc A est inversible. L’orthonormalisation
de ses colonnes conduit a écrire A = QT avec Q € O,(R) et T triangulaire supérieure. On a
n

alors B = 'T'T et pour i € [1,n], bi; = > T7,. Or, puisque T est triangulaire
k=1
n n
det(B) = det(T)* = [[ 77 < [ ] bis-

1=1 =1

3. Appliquons I'inégalité précédente avec A = M,,, on obtient

n n
det(M,)? < (Z X? Z) <nm
=1 \k=1
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L’événement (|det(M,,)| = n™/?) correspond donc au cas d’égalité dans I'inégalité précédente.
En reprenant la démonstration précédente, cela correspond au cas ou 1 est diagonale, i.e. les
colonnes de A sont déja orthogonales :

(|det(M,)| =n"?) = ) (znjxk,ixk,j_o)

1<i<j<n \k=1

Cet événement est contenu dans ’événement

n n n
(Z X1 X2 = 0) N (Z Xi3Xpa = 0> n---N (Z Xiop—1Xkp = 0)

k=1 k=1 k=1

avec p = n sin est pair et p = n—1 si n est impair, i.e. p = 2q avec q = LgJ Ce dernier événement
est I'intersection d’événements indépendants (lemme des coalitions) et donc sa probabilité est b9,

n
oub="P (Z Xp1Xp2 = 0), puisque tous les X; ; suivent la méme loi. b € [0, 1]. Par croissance
=1

k=
d’une probabilité, il vient

P(|det(M,)| = n™?) < b9.

n n
Tout d’abord, b < 1, car P (Z X1 Xpo = n> = [[ P(Xg1=1)P(Xp2=1)= 4= >0.
k=1 k=1
Si b = 0, on peut majorer b par % par exemple. On suppose donc par la suite que b €]0, 1[. 11

vient alors b = el2/n(®) < e(3-1)In(b) < % (\/B)n

En posant a = v/b, on a bien P(|det(M,)| = n"/?) = O(a™), avec a €]0, 1[.
Plus simplement on peut appliquer I'inégalité de Markov a la variable aléatoire det(Mg M,)
qui est bien a valeurs positives. Son espérance est la variance calculée en 1. On a donc

|
P(det(MXM,) > n") < —.

= n

Avec I'équivalent de Stirling, on a 7% ~  \/27n (%)n et donc

n—-+oo
P(det(MI M, >n™) = O (a™)

avec a = < €]0,1].
Or la question 2. donne det(M[I M,) < n", donc P(det(M]I M, > n") = P(det(MI M,) = n")
et donc on peut conclure.

4. Comme E(det(M,)) = 0, on peut utiliser 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour obtenir

V(det(M,)) . n!
< .
(nn/2_€)2 — nn—Za

P(|det(M,)| > n™/?>75)

IN

On utilise alors la formule de Stirling :

n! 1 _
———  ~  2mnatEe™m

n"—2€ notoo

pour obtenir
P(|det(M,)| > n™/?>7%) = O <n%+2‘36_"> [n — +o0].

En particulier, cette probabilité converge vers 0 quand n tend vers +oo.
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Planche 19 X

2

1. Soit (A, 4+, x) un anneau tel que z° = = pour tout z € A. Montrer que A est commutatif.

4

2. Montrer que la conclusion subsiste si on suppose z* = x pour tout z € A ou bien si on suppose

x3 =  pour tout = € A.

Indication 19 Pour la deuxieéme question, on pourra montrer qu'un élément = € A vérifiant 2> = z
(ou z(x — 1) = 0) [on dit qu'il est idempotent] commute avec tous les éléments de A [on dit que x est
central].

Solution 19

1. Soient = et y dans A.
Premicre version (z + y)? = = +y. Il vient 22 + 2y + yx + y> = = + y et donc zy + yx = 0, ou
encore, vy = —yx. Mais, pour tout t € A, t = —t (en effet, t = t? = (—t)? = —t). D’ott vy = yz.
Deuxieme version (zy(x — 1))2 = zy(z — 1), donc zy(x — V)ay(x — 1) = zy(z — 1) et ainsi
0 = xy(x — 1), ce qui s’écrit aussi zyz = xy. Mais de la méme maniére, en utilisant (z — 1)yz,
on obtient zyx = yx et finalement, xy = yx.
On a ainsi montré que tout élément idempotent () est central.

2. Suppose tout d’abord que z* = z pour tout = € A.
Soit 2 € A, 2* = , en multipliant par z° de chaque c6té, 25 = 23 et donc 3 est idempotent. 11
est donc central (on adapte la deuxiéme version de la question précédente : pour y € A
(23y(x® —1))* = 23y(2® — 1), donc 23y(23 — Dady(z® — Dady(2x® — 1)a3y(a® — 1) = 23y(2® - 1)
et ainsi 0 = 23y(23 — 1), ce qui s’écrit aussi z3yz® = 23y. Mais de la méme maniere, en utilisant
(23 — 1)ya3, on obtient z3yx® = ya3 et finalement, z3y = yz3).
On vient de montrer que tout cube est central.
Soit z € A, (. +1)3 = 23 + 322 + 32 + 1 et donc 322 + 3z = (v + 1)3 — 23 — 1 est central (1).
De méme, en écrivant (z + 1)* = x + 1, il vient 422 4 622 + 42 = 0 et donc 622 + 4z est central
(2).
(1) et (2) donnent 2z central : on a montré que tout double est central et avec (1), 22 + z est
central (3).
Soient x et y dans A. (z+y)? =22 + a2y +yz +y> Alors vy +yx = (z+y)> + (z +y) — (22 +
r) — (y? + y) est central, donc commute avec = : (zy + yz)r = x(vy + yr), il vient ya? = z2y.
On vient de montrer que tout carré est central (4).
(3) et (4) donnent x central.
Suppose ensuite que 2=z pour tout x € A.
Soit € A, ° = x, en multipliant par = de chaque c6té, z* = 22 et donc z? est idempotent. Il
est donc central (on adapte la deuxieme version de la question précédente : pour y € A
(22y(z? — 1))? = 2%y(2% — 1), donc 22y(z? — 12y (2? — )a?y(2® — 1) = 22y(z% — 1) et ainsi
0 = 2%y(2% — 1), ce qui s’écrit aussi 2?y2z? = z%y. Mais de la méme maniére, en utilisant
(22 — 1)yx?, on obtient z?yx? = yx? et finalement, zy = yz?).
On vient de montrer que tout carré est central.
Soit z € A, (x+1)2 =22+ 22 + 1, donc 22 = (z + 1)? — 22 — 1 est central (5).
On a aussi (z 4+ 1)2 = (z + 1) et donc 322 4+ 32 = 0 : 3z = —322 est central (6).
(5) et (6) donnent z central.

6

Planche 20 X
Soit P dans R[X] scindé sur R.

1. Montrer que toute racine multiple de P’ est racine de P.
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2. Pour z € R, quel est le signe de P(x)P"(z) — P'(x)? ?
Indication 20 Penser au théoreme de Rolle.
Solution 20
1. On écrit P = X ﬁ (X —ag)™ avec a; < -+ < ap et les my € N*. Si on note n € N* le degré

P
de P,onan= > m.

k=1
Pour £ = 1---p — 1, on peut appliquer le théoreme de Rolle entre ay et ai4q1 : il existe

Br €]a, agi1] tel que P'(By) = 0. Posons
p—1 p
Q=]Tx -5 H ™
k=1 k=1

P
On sait alors que @ divise P’. Mais le degré de Q vaut p—1+ > (mr—1) =n—1. Donc P’ et Q
k=1

sont associés, i.e. il existe u € R tel que P’ = pu@. Les racines multiples de P’ se trouvent parmi
les g, i.e. parmi les racines de P. (Ce sont les racines de P qui ont un ordre de multiplicité
supérieur a 3.)

2. Soit € R. Supposons P(z) # 0.

et (i

N\
P(x)P"(z) — P'(x)? est donc de méme signe que (%) (x).

. . ’ 7’ /7 71 72 . /
Reprenons les notations de la question précédente et décomposons en éléments simples % :

p—1

IT(X = B)

Il s’en suit d’une part que

D’autre part, pour i €[ 1, p],

p—1
, (az - Bk)
= (X - a0 ) (@) =t
[T (o5—ay)
k=1,k#i

i—1 p—1

[T (i = Bx) T1 (i — Br)

k=1 k=i
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Mais, a; — B > 0 pour k € [1,i — 1], oy — B < 0 pour k € [i,p — 1], o — ax > 0 pour
kEel[l,i—1], a; —a <0 pour k €[ 7,p]. On a donc ; > 0.

Finalement, P(z)P"(x) — P'(x)? < 0.

Supposons maintenant que P(z) = 0. P(z)P"(x) — P'(z)? = —P'(z)? < 0.

Dans tous les cas, P(z)P"(z) — P'(z)? <0.

Planche 21 X
1. Trouver les polynomes P de C[X] stabilisant le cercle unité U de C.

2. Trouver les fractions rationnelles F' de C(X) stabilisant le cercle unité U de C.
Indication 21 Pour P polynéme non nul, on pourra utiliser P = X4P (%)7 ou d est le degré de P.

Solution 21

1. Soit P un polynéme de C[X] stabilisant le cercle unité U de C. P n’est pas nul. On écrit
P = E arX* avec d € N le degré de P. Soit 6 € R. [P(¢??)| = 1, donc P(e)P(ei?) = 1, ce qui,

avec les notations de l'indication, se traduit par
P(e®e Py =1, ie. P(e?)P(e?) = .

On en déduit que PP = X¢ , puisque la différence a une infinité de racines.

En passant au degré, il s’en suit que Paun degré nul, i.e. qu’il est constant, ou encore que P=a
et finalement, P = a4 X%, mais alors |P(1)| = 1 donne |ag| = 1. Les seuls polynomes possibles
sont donc ceux qui s’écrivent a X", avec a € U et n € N. Réciproquement, ces polynomes sont
bien solutions.

2. On procede de méme, en écrivant F' = ng avec d € Z, P et ) dans C[X]\ {0}, premiers entre
eux et vérifiant P(0) # 0 ainsi que Q(0) # 0. Soit # € R. |F(e")| = 1 donc

P(ew)e—mep(eie) _ Q(eiH)e—imHQ(ew)

avec n € N et m € N les degrés de P et () respectivement.
Comme précédemment, on en déduit que

X"PP = X"QQ.

Mais X AP =1et XAP = 1, donc X™ divise X™, i.e. n < m. Mais de la méme maniere
m < n, on en déduit que m = n. Il reste

PP = QQ.

On a alors P divise QQ, mais P est premier avec @, donc P divise Q. Ces deux derniers
polynémes ont le méme degré (Q a le méme degré que @ car Q(0) # 0). Il s’en suit que Q=cP
avec ¢ un complexe non nul. Il vient alors Q = ¢P. F ’%écrit donc kX% ”g avec k complexe.
Son évaluation en 1 doit étre de module 1, ce qui donne k € U. Réciproquement, toutes les
fractions rationnelles de la forme kX7 % avec k € U, pe Zet P e C[X]\ {0} conviennent.
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Planche 22 X
Soient K un corps, V' un K-espace vectoriel de dimension finie et ® : M,,(K) — £(V) un morphisme
d’algebres. Montrer que n divise dim(V') et qu’il existe une base 5 de V telle que pour toute matrice

A e M, (K),

A 0 - 0
Matg(@(4)) = [ © 4
: . .0

Indication 22 On pourra s’intéresser aux ®(E;;) et aux ®(E; 1), ot (£; ;) est la base canonique de

M, (K).

Solution 22
Notons pour (7,7) € [[1,n]]2, pi; = ®(E; ;). Alors pour (i,7,k,1) € [[1,n]]4, Dij © Dk = 0 kPiy- On a
donc pour tout ¢ € [1,n], pfl = p;; et pour (i,j) € [[1,71]]2, avec i # j, piiopj; = 0. Les p;; sont
donc des projecteurs et leurs images (notées V;) sont en somme directe.

n
Comme ®(I,) =Idy, V= V..

i=1

7
Soit ¢ € [1,n]. Montrons que p;1 : Vi — Vi,  + p; 1(x) est un isomorphisme.

Soit € Vi. Alors p; i(pi,1(x)) = pii(z), donc p;1(x) € Vi : p;1 est bien défini.

Soit x € Ker(p;1). z € Vi, donc x = py 1(x) et  =p1;0op;1(z) =0. P est injectif.

Soit y € Vi. y = p;i(y) = pi1op1,i(y). Posons x = p1(y). p11(x) = z, donc x € V} et par construction
y = pi1(x). On a montré que p; 1 est surjectif.

Vi a donc la méme dimension que V7 : tous les V; ont la méme dimension. On note d cette dimension

commune. V = @ V; donne dim(V') = dn : n divise la dimension de V.

i=1
On choisie une base (ej1,...,e14) de V1. On construit une base de chaque V; par transport de cette
base par I'isomorphisme précédent. On la note (e;1,...,€;4). On note 3 la base de V' concaténée,
mais en modifiant I'ordre :
B=1(e11, --r€n1s--€1ds--+sCnd)
Elle répond bien & la question posée : pour A= > a;;E;j, pour r €[1,n] et s €[ 1, k],
1<ij<n
(A)(ers) = D aipijlers)
1<i,j<n
= > aipii(pralens))
1<i,j<n
= Y aij(pijopr)(ers)
1<4,j<n
n
= D aipia(ens)
i=1

n
= E A r€;is-
=1

Planche 23 X
Caractériser tous les u € L(M,(R)) tels que pour tout M € (M, (R), u(*M) = (u(M)).

Indication 23
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Solution 23

Notons T : M, (R) — M, (R), M + M. On cherche le commutant de 7. Or T est diagonalisable,
son spectre étant {—1,1} avec E_1(T) = A,(R) et E1(T) = Sp(R).

Si u commute avec T', A,(R) et S,(R) sont stables par u. On peut donc écrire, pour M € M, (R),
u(M) = v (%(M—l— tM)) + w (%(M — tM)), olt v (resp w) est un endomorphisme de S,(R) (resp
Ap(R)).

Réciproquement, tout endomorphisme de cette forme convient.

Planche 24 X
Soit u un endomorphisme du R-espace vectoriel de dimension finie £. On suppose que (u—2Idg)? = 0.
Calculer exp(u).

Indication 24

Solution 24
On pose n = u—2Idg. Alors n? = 0 et u = 2Idg+n. Comme 2Idg et n commutent, on peut appliquer
la formule du binéme pour calculer, pour p € N*,

1
uPl = Z (i) oP—kpk — oPIdp + p2P~tn.
k=0

Cette formule est encore vraie pour p = 0. On en déduit alors que

exp(u) = €*Idg + €*n = —e*Idg + ¢*u.

Planche 25 X
Soient n € N*, X € M,,1(R), Y € M, 1(R), A € M,,(R), A € R. On suppose 'YX # 0, AX = \X,
LAY = XY et rg(A — M) = n — 1. Quelle est la multiplicité de A dans x4 ?

Indication 25 Faire un changement de base adapté.

Solution 25

Quitte a remplacer A par A — AI,,, on peut supposer que A = 0. Le rang de A vaut n — 1 et AX =0
donc Ey(A) = Vect(X) (X # 0, sinon, 'YX = 0). On complete X en une base orthogonale (pour le
produit scalaire canonique) de M, 1(R). Avec ce changement de base, on obtient A semblable &

0 L
A=|: B
0

avec L € My n-1(R) et B € M;,_1(R). On décompose Y dans cette base : on note y la coordonnée
sur X et on met dans la colonne Y les autres coordonnées. 'YX =y !X X et donc y est non nul. Dans
cette nouvelle base, ‘AY = 0 se traduit par y 'L + !BY = 0. Quitte & remplacer Y par _TlY, on peut

supposer que y = —1 et donc *BY = ‘L. Si on suppose que B n’est pas de rang n — 1, alors une
de ses lignes est combinaison linéaire des autres. On aura alors la méme combinaison linéaire pour
les lignes de ‘L et (en repassant aux colonnes des matrices non transposées) A sera de rang inférieur
ou égal & n — 2, ce qui n'est pas : ‘B est de rang n — 1, i.e. elle est inversible, donc B aussi. Son
polynome caractéristique n’a pas zéro comme racine : avec un calcul par blocs, x4 = Xxp et donc la
multiplicité de 0 dans x4 est 1.
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Planche 26 X

1. Soit M = (Mi,j)lgi,jgn dans MH(R) Montrer

|det(M)| < ﬁ( n ng)
1

j=1 \i=

2. Sipe N*etsixg,...,z, sont des vecteurs d'un espace euclidien (E(.|.)), on pose
G(z1,...,2p) = ((@i|z;))1<ij<p- Montrer

p
|det(G (21, 2p))| < [ ll=ill*
=1

3. Soient p et ¢ dans N* avec p < ¢, 1, ...x4 des vecteurs d'un espace euclidien (£(.|.)). Comparer
|det(G(x1,...,xq))| et |det(G(x1,...,xp))| X |det(G(zpi1, ..., 2q))].

Indication 26 Pour 1. montrer qu'’il existe une matrice H = (H; ;)1<i j<n telle que
n
det(M)? = det(H) et que, pour tout i € [1,n], Hi; = MZQJ On pourra s’inspirer de la planche
=1

18., question 2.
Solution 26

n
1. Posons H = MM™. On a bien, pour tout i € [1,n], H;; = Y. M?, (et H € S (R)).
k=1

Si M n’est pas inversible, I'inégalité voulue est immédiate.
Sinon, les lignes de M sont libres, on peut les orthogonaliser par le procédé de Gram-Schmidt. 11
existe donc 2 € O, (R) et T triangulaire supérieure telle que M = TS). Alors, H = TTT. Mais,

n

det(H) = det(T)? = [] TZQZ puisque T est triangulaire. Mais, en méme temps, pour ¢ € [ 1,n],
i=1
n n
H;; = Y T? >TZ. On obtient bien, det(H) < [[ H;;. Comme det(H) = det(M)?, on peut
k=1 ’ i=1
alors conclure.

2. On procede par récurrence sur p € N*. Pour p = 1, c’est évident.

On décompose Zpi1 = Ypt+1 + 2pt+1, avec ypy1 € Vect(z1,...,xp) = F et zp4q € F+. Comme
P

Ypt1 = O oy Ay, on effectue Popération Cpi1 <— Cpy1 — > a;Cy dans le déterminant et on
k=1

arrive a un déterminant triangulaire inférieur par blocs :
|det(G (1, ..., 2p, 2pi1))] = |det(G(21, ..., 2p)| [|2p11 I < |det(G (1, ..., xp))| l2psa]l?
On applique alors I’hypothese de récurrence pour conclure la transmission.
3. On fixe p € N* et on procede aussi par récurrence sur n € N* pour prouver :
|det(G(x1, ..., Tp, Tpt1s-- - Tpin))| < |det(G (1, ..., xp))| X |det(G(Tps1,- -+, Tptn))|-

On a fait l'initialisation dans la question précédente.
Pour la transmission, on décompose p4n41 = Ypn+1+Zptnt1s AVEC Ypint1 € Vect(xy, ..., Tpin)
et Zptny1 € Vect(zq,. .., .CEp+n)L. On a alors, comme lors de la question précédente,

’det(G(‘xl? <oy Tpy Tp4l,y - - - 7xp+n+1)>‘ - ‘det(G<m17 <oy Tpy Tptl, - - - 7xp+n>)’Hzp+n+1H2~
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Par hypothese de récurrence

|det(G (1, - ps Tpt1y - s Tpant))| < |det(Glan, - 2p))[X|det(Gzpra, - 2pn)) | Zpnta [
Mais, si on décompose Ypint1 = tpin+l + Wptnti, avec tpyini1 € Vect(Tpii,...,Tpyn) €t
Wpint1 € Vect(Tpt1, ... ,mern)Lﬂ Vect(x1, ..., xp).

On a alors Wp4p41+2ptnt+1 € Vect(Tpt1, ... a:thn)L et Wpin+1 et 2pyny1 sont orthogonaux, donc
2 2
d'une part, [|zptn+1” < |Wptnt1 + 2prnt1l|” et d’autre part

|det(G(xp+17 <. 733p+n+1))| = |det(G(xp+1> s 7xp+n))| ||wp+n+1 + Zp+n+1||2-

On peut alors conclure quant a la transmission.

Planche 27 X
On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit x un vecteur non nul de R”. Déterminer la
matrice canonique du projecteur orthogonal de R™ sur Rzx.

Indication 27

Solution 27
On note p le projecteur orthogonal de R™ sur Rz. On sait, que pour tout v € R", p(v) = ﬁgﬁ?x

Notons M = (m; ;) la matrice canonique du projecteur orthogonal p, (e;)i1<i<n la base canonique de
R™ et (x;)1<i<n les coordonnées de x dans cette base. On a, pour tout i € [ 1, n], z; = (e;|x).

Pour j €[ 1,n],
(eil) _ (eyla) (e51) eil)
P = o = ol Z“Z‘Zl R

et donc pour i € [ 1,n],

(esl) eile)

Yo la?
Planche 28 X
vy 1 0 0
1
Soit (v,) € RN". On pose, pourn € N*, H, = | ¢ . - -, ¢
: . .. o1
0o ... 0 1 oy

1. Montrer que H,, possede n valeurs propres distinctes.
2. On note A\, 1 < A\p2 < -+ < App les valeurs propres de H,,. Montrer que 1'on a
)\n,l < )\nfl,l < )\n,Q << >\n,n71 < >\n71,n71 < >\n,n-

XHp

Indication 28 On pourra considérer la fraction rationnelle F), = T
n—1

Solution 28
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1. H, est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable et possede n valeurs propres comptées avec
multiplicité. Il reste a voir que chacune des valeurs propres est simple.
Soit A une valeur propre. Soit X = (x7 - - -xn)T un vecteur propre associé. Le systeme H, X =

AX s’écrit )
(v1 = A)z1 + T2 =0
Ti—1 + (Ui — )\)ﬁz + Ti+1 = 0
Tn-1+ (U — Ny =0

La premiere équation permet d’exprimer zs en fonction de x1, la deuxieme, x3 en fonction de
x1. De proche en proche, on peut exprimer chaque x; en fonction de z1. Le sous-espace propre
est donc de dimension au plus 1. Comme cette dimension vaut au moins 1, finalement, elle vaut
1. Comme H,, est diagonalisable, on sait que la multiplicité d’une valeur propres est égale a la
dimension de son sous-espace propre. Chaque valeur propre est bien simple et H, possede n
valeurs propres distinctes.

2. Un développement suivant la derniere ligne dans le polynome caractéristique de H,41, puis
suivant la derniere colonne du deuxieme déterminant obtenu, donne

XHn+1 = (X - vn+1)XH7L - Xanl'

On a donc .
Fopi=(X—-v - —.
n+1 ( n+1) Fn
On peut dériver les fonctions rationnelles correspondantes sur chaque intervalle | Ay, i, A i41] pour
i €[0,n], avec A\p g = —00[ et Ay pnt1 = +00. On obtient

/

7/1—&—1:1_‘_1_7%‘

n

Or, F = (X —v2)— Xivl et donc Fj) = 1+m > 0. On peut ainsi montrer par récurrence que
F) > 0. F, est ainsi strictement croissante sur chaque J\,—1 i, Ap—1+1[ pour ¢ allant de 0 A n—1
et donc elle y est injective. On a ainsi injectivité de F), sur n intervalles. Comme F,, (A, %) = 0
pour k € [1,n], et comme les A, ; sont deux & deux distincts, ils doivent étre chacun dans
un intervalle différent. Leur position croissante impose alors que A\, i €]A\—1 k-1, An—1%| POUr

k €[ 1,n], ou encore, A,—1 1 €]An ks Ank+1] pour k € [1,n — 1].

Planche 29 X
Montrer que SL,(C) est connexe par arcs.

Indication 29

Solution 29

On rappelle que SL,(C) est engendré par les transvections (T j(A) = I,, + AE; ;, avec A € C et i # j).
O On peut démontrer ce résultat par récurrence sur n € N*. La multiplication a droite (resp a gauche)
par la matrice de transvection T ;(\) revient & ajouter a la j-ieme colonne (resp ligne) ) fois la i-iéme
colonne (resp ligne). On place ainsi un 1 en haut a gauche et des zéros sur le reste de la premitre
ligne et de la premiére colonne avec ce type de transformations. On peut alors utiliser ’hypothése de
récurrence avec le bloc de taille n — 1 en bas a droite. [J
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Soit M € SL,(C). On écrit M = T3, j,(A1)---Tj, j,(Ap), produit de transvections. On peut alors
poser
v : [0,1] — SL,(C)
t = Ty (L=0)A) Ty, (1= 8)Ap)
7 est bien continue de [0,1] dans SL,(C). v(0) = M et v(1) = I,,. On peut relier continiment tout
élément de SL,,(C) a I,,, donc SL,(C) est connexe par arcs.

Planche 30 X

1. Soit » € N*. Montrer que ’équation sin(z)In(z) = 1 posseéde une unique solution dans
12n7, 2nm 4+ w/2[. On la note .

2. Donner un développement asymptotique de x,, avec trois termes.
Indication 30

Solution 30

1. On pose f, : x — sin(z) In(x). Elle est dérivable sur |2nm, 2nm+7/2[ et pour z €|2n7, 2nmw+7 /2],
f(x) = cos(x) In(x) + # > 0 car cos(x) et sin(z) sont strictement positifs et In(2n7) > 0,
car 2nm > 1. f, est donc strictement croissante sur |2nm,2nm + 7/2[. Or f,(2n7) = 0 et
fa@nr+7/2) = In(2nw+m/2) > 1 car 2nm+7/2 > e puisque 2n7 > 6 par exemple. Le théoréme
des valeurs intermédiaires assure ’existence d’un antécédent pour 1 et la stricte monotonie assure

I'unicité.
2. Posons, pour n € N, y,, = 2, — 2n7 €]0,7/2[. L’équation vérifiée par x,, donne

1

sinfyn) = In(2n7m + yy) n>{oo 0

donc (y,) converge vers 0 et la relation précédente montre que y,, ~ L On a ainsi montré

n——+oo In(n)

Ty = 2n7r—|—ln(1n)+o <ln(1n)> .

On pose maintenant, pour n € N, n > 2, z, = x, — 2nmw — ﬁ On a

. 1 > 1
sin | 2y, + = .
< ln(n) In (2n7T + ﬁ + Zn)

En utilisant le développement limité de sin en 0 & l'ordre 3, en mettant In(n) en facteur au
dénominateur du second membre et en utilisant le développement limité de ¢ — In(1 +¢) a
'ordre 1, puis celui de ¢ — —= & 'ordre 2, on obtient

1+¢
~ In(27) 1
==t +© (o)

_ o 1 In(2m) . 1
T =T ) (w2 <<ln<n>>2>‘

Finalement,
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Planche 31 X
+oo

Soient (ay) et (b,) deux suites de réels positifs telles que > a, = 1, la série de terme général b,
n=1
converge et la série de terme général na,, diverge.

n
1. Montrer qu’il existe une unique suite réelle (u,) telle que, pour tout n € N, u, = > uga,—+bp.
k=0

2. Montrer que la suite (u,) est bornée.

3. On suppose que u, { € R. Montrer que ¢ = 0.

%
n—-+o0o
Indication 31 Pour 3, passer aux séries entieres (cf lien entre fonction génératrice et espérance).

Solution 31

1. Si ag = 1, alors, pour tout n € N*, a,, = 0 et donc la série de terme général na, converge :

contradiction. Donc 0 < ap < 1. On construit alors par récurrence la suite (u,) définie par :
1f‘110 et pour n € N, upq1 = ﬁ (> ko Ukn+1—k + bpy1). On voit facilement que cette
suite convient et que c’est la seule.

ug =

2. On montre par récurrence sur n € N

1
< be.
|“n|—1_aoz k

On en déduit alors que pour tout n € N*

+oo
1
< by
|un|—1_a0kzo k

+oo +oo +o0
3. Onpose f:tr > upt", g:t— > apt™ et h: t— > byt". Ces trois séries entieres ont un
n=0 . n=0 n=0
rayon de convergence au moins égal a 1.

Montrons dans un premier temps, que (1 —¢)f(¢) — £.
t—1—

Soit € € R%.. Il existe ng € N tel que pour tout n € N, si n > ng alors |u, —¢| < e. On a donc,
pour t € [0,1]

no

(A=) =A< A=) ) un — " +e.

n=0
Le premier terme du second membre converge vers 0 lorsque ¢ tend vers 17. Il existe donc
n € R tel que pour t € [1 —n, 1],

(=0 f(t) — 4] < 22.

On a donc bien montré que (1 —t)f(t) — L.
t—

Mais dans un second temps, pour t €] — 1,1[, f(¢)(1 — g(t)) = h(t) (relation définissant (u,) et
produit de Cauchy).
Or g(t) converge vers g(1) = 1 en croissant. Donc, pour ¢ €]0,1[, 0 < g(t) < 1 et

A=/ = oo
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+oo
h(t) — > b, par le théoreme d’Abel radial.

t—=1" p=0
Montrons que A(t) = g(t%:“{(l) — +o00. On aura alors, par unicité de la limite, £ = 0.
t—1-
+o0 7
Pour t €]0,1[, A(t) = Y an(1+--- + 1.

n=1
A est croissante sur |0, 1], donc ou bien A converge en 1~ vers une limite finie, ou bien diverge

vers +00. Supposons que A converge en 1~ vers une limite finie \.
N
Pour ¢ €]0,1[, A(t) < A et pour N € N*, 3" a,(1+---+t""1) <\ Pour N fixé, on fait tendre
=1
N n
t vers 17, on obtient > na, < \. La suite des sommes partielles de la série ) na, est majorée.

Comme elle est & termes positifs, elle converge : contradiction.

Planche 32 X
Trouver toutes les fonctions continues de R vers R telles que

V(z,y) €R® [l +y) + flx—y) =2f(x).
Indication 32 A défaut de dériver, on peut intégrer...

Solution 32 Soit f une solution. Fixons x € R. Pour y € R, on peut intégrer de 0 & y. On obtient

/m ) - /35 b )dv = 2 f (@),

Avec y = 1, on a par exemple

1 x+1 1 T
f(z) = Q/x f(u)du + 3 /x_l f(v)dv.

Par le théoreme fondamental de 'analyse, f est de classe C' sur R.
On reprend la relation de départ. On fixe = et on la dérive par rapport a y. On obtient

fllx+y) = f(z—y).

Montrons que f’ est contante. Soient a et b deux réels. On utilise ce qui précede avec x = GTH’ et
y = %52, On obtient bien f'(b) = f'(a).

f' est constante : il existe donc (o, 3) € R? tel que pour tout = € R, f(x) = azx + 3.

On vérifie facilement que toutes les fonctions affines sont solutions.

Finalement, on a montré que les focntions affines sont les seules solutions au probleme.

Planche 33 X

Soient a et b deux réels avec a < b et f : [a,b] — R de classe C2. Montrer que

b—a
2

2
£ Moo < 7= 1flloo + £l

“b—a

Indication 33
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Solution 33 Soit = € [a,b]. Par la formule de Taylor avec reste intégral entre a et x, on a

f@) = §(@) + @~ 2 @) + [ (a1t

De méme, entre x et b :

En faisant la différence, il vient
b

Fb) — fa) = (b—a) f'(x) + /

xT

o< W (Lo as [“a- o) 1771

b— )2 r—a)?
< e o (CS2E B2y,

(b—1t)f"(t)dt — /a(a —t)f"(t)dt.

et donc

ce qui donne

Une étude de la fonction ¢ s ©20° t) + (t=a)” a) permet de voir qu’elle est maximale en a ou en b et que
(b—a)?
2

le maximum vaut , ce qui permet de conclure.

Planche 34 X

d
Pour 0 < b < a, on pose G(a,b) = <

\/a2 cos? z + b2 sin® x

1. Montrer que G (“TH], \/@) = G(a,b).

On définit la suite ((ay,b,)) par (agp,bo) = (a,b) et, pour n € N, (an41,bp+1) = (%, Vanby).
2. Etudier la suite de terme général (ay,, by,).

3. Que dire de G(a,b) ?

Indication 34 Pour la premiere question, on pourra effectuer le changement de variable
sin o = 2a sin 6
¥ a+b+(a—b)sin? 6

Solution 34

2asin 6
a+b+(a—b)sin? 6"
g est dérivable sur [0,7/2] et pour 6 € [0, 7/2],

1. On étudie, dans un premier temps, g : 0 —

acos(f) (42 — %5bsin?0)

(45 + o)

q'(0) =

On effectue le changement de variable ¢ = Arcsin(g(#)) dans G(a,b). On obtient :

1
swh= | Aem o

( atb 4 a—b gip?2 9)2
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Or, pour 4 € [0,7/2], on a d’une part

2 2 2 . 2
1—g%(0) = 1 5 (a+b> _ah sin? 0 + <a b) sin 6 | .
(a b + a;b sin2 0) 2 2 2

D’autre part,

25in2 6 1 b a—b 2
a® + (b* — a?) @ m 5 = sa’ <a b _a sin? 9) .
(2 + 25bsin?9)” (2t + 25t sin?g) 2 2

Apres simplifications avec ¢'(6), il reste

cos

/2
Gla,b) = / .
0 \/(aTH’)z — LJQFI’Q sin? 0 + (‘%b)2 sin 0

/2
6(“5" var) - [ & .
0 \/(“H’) cos2 0 + absin 6

2

Il suffit de vérifier que

2 22 —b\? 2
(a;—b> _ ;—b sin2«9+<a2b> sin49:c0320<<a;—b> 00529+absin29>~

Ce qui est vrali.

2. Pour n € N, vanb, < % et donc bp11 < ap4+1. Comme on a aussi, by < ag, on a, pour
tout n € N, b, < a,. On en déduit alors que (ay) est décroissante et (by,) est croissante. Elles
convergent donc toutes les deux ((a,) est minorée par by et (b,) est majorée par ap). Notons
ly et [y leurs limites respectives. Un passage a la limite dans la relation apy1 = %
lg = lp. On note ¢ la limite commune de (a,) et (b,) (moyenne arithmético-géométrique de a et
de b). ((an,by)) converge vers (¢, £).

donne

3. On montre par récurrence, & ’aide de la premiere question, que pour tout n € N,
G(an,by) = G(a,b).

On peut utiliser le théoréme de convergence dominée pour passer a la limite dans G(ay, b,) (on
domine avec la fonction constante en %, qui est bien intégrable sur [0,7/2]). On obtient alors

T
G(a,b) =G, 0) = —.
(a.0)=Gt.0)=
Planche 35 X
Soit (a;,) une suite réelle convergeant vers 0 telle que > |ag+1 — ag| converge. Montrer que, pour tout
réel z, > ay sin(kz) converge. Indiquer des intervalles de convergence uniforme.

Indication 35 Penser & la transformation d’Abel.

Solution 35 Soit x € R. Si z est un multiple de 7, tous les termes sont nuls et donc la convergence
de la série est évidente.
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n

Sinon, on note, pour n € N, S, (z) = > sin(kx). On a

k=0
Sp(z) = Im <Zeikx>
k=0
— eiln+1)z
- (1
1—e®

On a donc, |S,(z)| < sin%i) et (Sp(z)) est bornée : on peut effectuer une transformation d’Abel. Pour
2
n € N¥,

T (z) = Z ay, sin(kx)
k=1
= Z ag (Sk(z) — Sk—1(x))
- Z apSk(x Z aSk—1(
= Zaksk Zak+lsk

n—1
= apSn(z) + Z(ak — ap41)Sk()
k=1

Or, (ar — ak+1)Sk(x) est le terme d’une série absolument convergente (dominé par |ag11 — ag|), et
(anSn(x)) converge vers 0, comme produit d’une suite convergeant vers 0 et d’une suite bornée.

On en déduit que la suite des sommes partielles de la série de terme général a,, sin(nzx) converge, donc
cette série converge.

L’expression obtenue pour 7, (x) est valable pour z = 7. Placons nous sur un segment

[a,b] C]2km, 2(k + 1)x[, de maniere & minorer = — [sin (£)| sur ce segment (par M égal au minimum

de [sin (4)[ et de [sin (g)!)
On a alors, pour tout z € [a,b], pour (n,N) € N*, avecn+1< N —1
N N-1
RN(z) = Z ay sin(kx) = Z (ar — ag+1)Sk(z) + anSn(x) — ant1Sn(x).
k=n+1 k=n+1

On peut alors majorer

N-1
1
|RN ()] < 7 ( > aksr — ag| + lan| + |an+1|> .

k=n+1
On peut passer a la limite lorsque IV tend vers +oo pour obtenir

—+00

Z ay sin(kx)

k=n-+1

[Baa)| = < = (B + lansa)
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en ayant noté (R,,) la suite des restes de la série convergente 3 [ani1 — anl.
Le majorant obtenu ne dépend pas de x, on a donc

1 7/~
1Bl < 77 (Bo+ lansl)

Le majorant converge vers 0, donc (R,,) converge uniformément vers 0 sur [a,b] et > (z — a sin(kz))

aussi.

Planche 36 X
Soit n» € N*. On munit le groupe .S,, de la loi uniforme. On note X,, la variable aléatoire donnant le
nombre de points fixes d’un élément de S,.

1.
2.
3.
4.

Calculer P(X,, = n).
Déterminer la loi de X,.
Pour k € N, déterminer la limite de P(X,, = k) lorsque n tend vers +oo.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre 1. Montrer

io IP(X,=k)-P(X=k)| — 0.
k=0

n—-+o0o

Indication 36 Pour 2. passer par le nombre de dérangements que l'on peut trouver en résolvant un
systeme linéaire (la matrice s’inverse facilement).

Solution 36

1.

2.

Une permutation qui a n points fixes est I'identité ! Il n’y en a donc qu’une seule. Comme le

cardinal de S, est n! et comme on I’a muni de la loi uniforme, P(X,, = n) = .

Soit k € [ 0,n]. Pour construire une permutation qui a k points fixes, il faut choisir les k points

fixes parmi les n valeurs possibles puis faire un dérangement pour les autres valeurs.
Notons d, le nombre de dérangements d’un ensemble a p éléments. On a donc

P(X, = k) = (Z);f?"“.

I1 reste donc a trouver la valeur de d, pour tout p € N. dy = 1.
Soit n € N*. Quand on regarde toutes les permutations de [ 1, n], elles peuvent avoir de 0 a n
points fixes. On a donc, pour tout n € N :

nl = ;Z:O <Z> gy = kijo <Z>dk.

0!
1!
On peut donc voir (dg)1<k<p, comme la solution du systeme linéaire AX = | . |, avec
n!
10 - 0
1 1 0 0
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Cette matrice est inversible. Sa transposée représente, dans la base canonique, P — P(X + 1)
endomorphisme bijectif de R,,[X], dont la bijection réciproque est P +— P(X —1). De méme que

P
pour tout p € N, on a X? = Y (—=1)P"F(?)(X + 1), on obtient

Il vient alors, pour k € [0,n],

n—k
1 (—1)!
=0
3. Pour k fixé, on a donc P(X,, = k) — L.
n——+oo €k
4. Soit n € N. On a
+00 too 1
S P =) ~BX =K| = Y P(Xa=k) -
k=0 k=0 '
n n—k 400
1 (-t 1 1
= lplry U X
k=0 =0 k=n+1
n +o00o 1 +oo
1 (—1) 1
= > a2 >
k=0 " l=n—k+1 k=n-+1
"1 1
< ——— + Ry
= k! (n—k+1)!

on a utilisé le théoreme spécial a certaines séries alternées pour majorer le reste de la série

N\
> &

1 o .
=i~ La premicre somme se majore par

S oS S S (1) <

Finalement,
+00 on
> P(Xy = k) - P(X =kl <+ By
k=0

et donc on a bien le résultat voulu.



